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TEMARIO OFICIAL

tema 47/
DIBUJO

47. Construcciones geométricas fundamentales.
Angulos en la circunferencia, arco capaz,
potencia, eje y centro radical.

47.1. Construcciones geométricas fundamentales:

paralelismo, perpendicularidad, dngulos, circunferencia,
otras construcciones geométricas.

47.2. Angulos en la circunferendia.

47.3. Potencia de un punto respecto de una circunferencia.
47.4. Eje radical de dos circunferencias.

47.5. Centro radical de tres circunferencias.



SIMBOLOGIA UTILIZADA EN EL TEMARIO

NOTA ENLACE

estudio y para que tengas en cuenta en todo momento los bloques de contenido del
temario. :

cuya respuesta te da las claves para saber si has asimilado o no el fragmento que aca- :
bas de estudiar o leer.

Recordatorio de conceptos basicos o previos, que has de tener en cuenta para un
Optimo estudio del tema. Nociones aclaratorias vinculadas con el tema tratado. :

NOTA
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CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS FUNDAMENTALES: PARALELISMO, PERPENDICULARIDAD,

ANGULOS, CIRCUNFERENCIA, OTRAS CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS

ELEMENTOS BASICOS DE GEOMETRIA

PARALELISMO

1.2.1. Definicion

1.2.2. Trazado de rectas paralelas
PERPENDICULARIDAD

1.3.1. Definicién

1.3.2. Construcciones de perpendicularidad
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TRIANGULOS

1.5.1. Definicion

1.5.2. Clasificacion

1.5.3. Lineas y puntos notables del tridngulo

1.5.4. Trazado a partir de sus elementos

CUADRILATEROS
1.6.1. Definicion
1.6.2. Clasificaciéon

1.6.3. Trazado a partir de sus elementos

LUGAR GEOMETRICO. CIRCUNFERENCIA

TANGENCIAS ENTRE RECTAS Y CIRCUNFERENCIAS

ANGULOS
1.9.1. Definicidn, clases
1.9.2. Relaciones métricas entre dngulos

1.9.3. Operaciones con angulos

ANGULOS DE LA CIRCUNFERENCIA

ANGULO CENTRAL
ANGULO INSCRITO B
ANGULO SEMIINSCRITO B
ANGULO INTERIOR

ANGULO EXTERIOR

POTENCIA DE UN PUNTO RESPECTO A UNA CIRCUNFERENCIA

EJE RADICAL DE DOS CIRCUNFERENCIAS
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5. CENTRO RADICAL DE TRES CIRCUNFERENCIAS

6. ARCOCAPAZ

6.1. DEFINICION Y CONSTRUCCION

6.2. APLICACION EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS GEOMETRICOS
6.2.1. Determinar el arco capaz de 135° para el segmento AB

6.2.2. Construccion de un triangulo conocidos un lado a, la altura correspondiente a dicho lado h_y el angulo opuesto o
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INTRODUCCION

En este tema abordaremos el estudio de algunos elementos, conceptos basicos y construccio-
nes fundamentales de geometria. Estas seran las herramientas que necesitaremos para solucio-
nar cualquier problema geométrico. Las relaciones que se establecen entre ellos y su aplicacion
nos facilitaran la elaboracién y posterior resolucion de construcciones mas complejas.

No se deben aprender de memoria, sino que, a partir de datos y basandonos en las propiedades
geométricas de cada caso, se ha de razonar el problema y para asi fijar las propiedades que nos
permitan su resolucion con rapidez y precision de los ejercicios.

A menudo se precisa conocer la medida exacta que tienen dngulos concretos, en este tema
aprenderemos a calcularlos graficamente a partir de dngulos que ocupan posiciones definidas
mas sencillas.

CeNoposiciones
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1.1.

CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS FUNDAMENTALES:
PARALELISMO, PERPENDICULARIDAD, ANGULOS, CIRCUNFERENCIA,
OTRAS CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS

ELEMENTOS BASICOS DE GEOMETRIA

El fundamento de la geometria se encuentra en la definicion de los elementos basicos constitutivos
que explicaremos a continuacion:

Punto

Es el elemento basico méas simple, carece de formay dimensiones. Es resultado de la intersecciéon de
dos lineas; se designa por una letra mayuscula (P, A, S, N...).

<0~>
Linea recta

Es una sucesion de puntos en una misma direccién, sin principio ni final. Es resultado de la intersec-
cién de dos planos. Se nombra por una letra minuscula (r, s, t...).

Segmento

Parte de una recta definida por dos puntos de la misma y los situados entre ambos. Se designa con
una letra mintscula (r, s, t...).

A B

Semirrecta

Un punto determina sobre una recta dos semirrectas. En la figura, los puntos A, B, Cy D delimitan las
semirrectas AC, CD y DB.

Al o D| B

| ! ! |

Linea curva

Es la sucesiéon de puntos que no estan en la misma direccién.
B
A\/
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P Plano

Es la superficie determinada por tres puntos no alineados; dos rectas que se cortan: dos rectas para-
lelas; una recta y un punto exterior. Se les nombra con letras griegas minusculas (a, ).

» Angulo

Se denomina asi a la porcién de un plano que delimitan dos semirrectas con un origen comun. Se
denomina con letras griegas mayusculas (o, B), y en ocasiones con las letras mayusculas (A, B)

1.2. PARALELISMO

1.2.1. Definicidon

Rectas paralelas son aquellas que estando en un mismo plano, no se cortan por mas que se prolon-
guen en un espacio finito, sino que equidistan en toda su longitud.

El simbolo que se utiliza para designar las rectas paralelas es //.

Enlafigura, sy s son rectas paralelas al igual que ry r” entre si.

CeNoposiciones
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1.2.2. Trazado de rectas paralelas

P Trazado de una recta r paralela a otras por un punto exterior A
®  Caso 1. Partimos de una recta s que pasa por el punto B, y un punto exterior a ella A
1. Trazamos una segunda recta t, secante a la anterior y que pasa por Ay B.
2. A partir de A transportamos el dngulo que forman sy t obteniendo el punto P
3. Larectarque pasa por Ay P es paralela a la recta s y pasa por A.

t

m  (Caso 2. Partimos de una recta s, y un punto exterior a ella A
1. Trazamos una segunda recta t que pasa por A, dicha recta es secante a la anterior y la corta en A!

2. Tomamos un punto B cualquiera sobre la recta s y con centro en dicho punto By radio AA’
trazamos un arco.

3. Trazamos un segundo arco con centro en A y radio AB que corta al anterior en B 4. La recta
AB'es paralela a sy pasa por A.

CeNoposiciones
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®  (Caso 3. Partimos de una recta s y un punto exterior a ella P

1. Trazamos arco cualquiera que corta a la recta dada s en 1, con el mismo radio trazamos un
segundo arco de centro 1 que cortaasen 2.

2. Por ultimo se traza un tercer arco, con idéntico radio y centro en 2 que corta al primer arco en 3.
3. Larecta P3 es paralelaas.

m  (Caso 4. Partimos de una recta s y un punto exterior a ella M

1. Trazamos un arco de centro un punto T cualquiera de la recta s y radio TM que corta a la recta
OyN.

2. Con centro en Oy radio NM trazamos otro arco que corta al primero en P.
3. Larecta PM es paralela as.

— (0] T N s

m  Caso 5. Partimos de una recta s que pasa por el punto P y un punto exterior a ella M
1. Trazamos un arco de centro Py radio PM que corta a la recta s en O.
2. Trazamos un arco con centro en My radio MP.
3. Trazamos un arco AC con centro en P. La interseccién de los dos arcos es el punto M
4. Larecta MN es paralela a's.

CeNoposiciones
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1.3. PERPENDICULARIDAD

1.3.1. Definicion

Desde un punto exterior a una recta pueden trazarse infinitas rectas que la cortan. La de menor
distancia y que corta la corta formando un dngulo de 90° es la perpendicular.

La perpendicularidad puede indicarse mediante dos segmentos en forma de T invertida (-1), dos
segmentos del dangulo recto (L) o anadiéndole el arco de cuadrante de circunferencia entre los
lados y un punto entre ellos

1.3.2. Construcciones de perpendicularidad

P Mediatriz de un segmento

La recta que forma 90° por el punto medio de un segmento recibe el nombre de mediatriz. Dicha
mediatriz es el eje de simetria del segmento.

P Construccidon

m Caso1

Siendo A, B, los extremos del segmento dado, las intersecciones de dos circunferencias de igual
radio trazadas con centro en ellos son dos puntos My N que equidistan de ambos, la recta MN
que los une es la mediatriz buscada.

P
r
A B
Q
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m Caso?2

Siendo A, B, los extremos del segmento dado, las intersecciones de dos dngulos idénticos
trazados desde ambos son dos puntos P y Q que equidistan de Ay B. La recta que los une es la
mediatriz buscada.

300 30°

60° 60°

Q

P Aplicaciones del trazado de rectas perpendiculares basandose en la definicion de mediatriz

®  Caso 1. Perpendicular a una recta r desde un punto exterior P
1. Trazamos arco con centroen P que cortaalarectaren Ay B.
2. La mediatriz de AB es perpendicular a ry pasa por P,

S

CeNoposiciones
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®  (Caso 2. Perpendicular a una recta r desde un punto P que pertenece a ella
1. Trazamos arco con centro en P que cortaalarectaren Ay B.
2. La mediatriz de AB es perpendicular a ry pasa por P.

®  Caso 3. Calculo del centro de una circunferencia que pasa por tres puntos dados A, B, C
1. Unimos dos pares cualesquiera de dichos puntos.
2. Trazamos las mediatrices de los segmentos asi obtenidos.
3. Lainterseccién de dichas mediatrices es el centro de la circunferencia buscada

1.4. BISECTRIZ DE UN ANGULO

La recta que divide un angulo en dos partes iguales se denomina bisectriz. Dicha bisectriz es eje de
simetria del angulo.

P Trazado de la bisectriz de un angulo dado cuyos vértices se cortan en el dibujo

1. Trazamos un arco con centro en el vértice del angulo que corta a sus lados en los puntos Ay B.
2. La mediatriz del segmento AB es eje de simetria del angulo, es la bisectriz buscada.

CeNoposiciones
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P Trazado de la bisectriz de un angulo dado cuyos vértices se cortan fuera del dibujo

1. Partimos de dos rectas sy t que se cortan fuera del dibujo.
2. Trazamos una recta secante que cortaa sy tenlos puntos Sy T.

3. Dibujamos las bisectrices de los arcos que forman. Dichas bisectrices se cortan e los puntos A
y B. La recta AB es bisectriz del dngulo formado por sy t.

1.5. TRIANGULOS

1.5.1. Definicién
El tridngulo es la figura plana limitada por tres rectas que se cortan dos a dos. Tiene tres lados y tres
angulos.

Los vértices se designan con letras mayusculas y los lados opuestos con las mismas letras pero mi-
nusculas.

Sus dngulos se nombran con las letras griegas correspondientes.
La suma de los tres dangulos de un tridngulo es 180°.

Cada lado de un tridngulo es menor que la suma de los otros dos lados, y menor que su diferencia.

1.5.2. Clasificacion

Segun sus lados:

m  Equildtero, tiene los tres lados y los tres dngulos iguales.
A
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Isdsceles, tiene dos lados y dos dngulos iguales.

A

B

Segun sus angulos.
Acutangulo, los tres angulos son agudos.

A

CeNoposiciones
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®  Recténgulo, tiene un angulo recto.

vl
B A

®  Obtusangulo, uno de sus angulos es obtuso.

C
a > 90°
ol
A B

1.5.3. Lineasy puntos notables del triangulo

» Circuncentro y circunferencia circunscrita

Mediatriz de un lado: es la recta perpendicular al lado que lo divide en dos segmentos de igual
longitud.

Las tres mediatrices se cortan en un punto llamado circuncentro Cc.

La circunferencia de centro Cc y radio la distancia de dicho punto a cualquiera de los vértices del
tridngulo es la circunferencia circunscrita del tridngulo.

A

CeNoposiciones
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P Baricentro

Mediana de un lado: es |a recta que une un vértice con la mitad del lado opuesto.

El punto de corte de las tres medianas de un tridngulo es el baricentro Bc. Este punto es el centro de
gravedad del triangulo.

a/2 a/2

P Incentroy circunferencia inscrita

Bisectriz del angulo de un triangulo: es la recta que lo divide en dos partes iguales
El punto de corte de las tres bisectrices de los angulos de un tridngulo es el incentro |.

La circunferencia de centro | y radio la perpendicular desde el incentro a cualquiera de los lados es
la circunferencia inscrita en el tridngulo.

CeNoposiciones
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p Ortocentro

Altura de un triangulo: es |a recta perpendicular desde un vértice hasta el lado opuesto.

El punto de corte de las tres alturas de un tridngulo es el ortocentro O. Uniendo los pies de las per-
pendiculares se obtiene el triangulo ortico del anteriory O_es el centro de la circunferencia inscrita
en este triangulo.

ha

hc

Oc
hb

1.5.4. Trazado a partir de sus elementos

P Trazado de un tridngulo a partir de la mediana, altura y bisectriz de un lado

1. Se construye el tridngulo ARO con la altura y la mediana.
2. Con centro en Ay radio la bisectriz se traza un arco que corta a RO en M.

3. Trazamos la perpendicular a RO por O hasta que corte a la prolongacién de la bisectriz de A.
Ambos se cortan en S.

4. La mediatriz de SA corta a la perpendicular por O en N.

5. Nes el centro de la circunferencia en la que se inscribe el tridngulo ABC que se pide.

CeNoposiciones
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P Trazado de un triangulo rectangulo conocidos la hipotenusa (a)
y la diferencia de los catetos (b - ¢)

1.

I A A

Partimos de un triangulo ficticio A B,C..

Llevamos ¢, sobre b, y se un D, con B..

Vemos asf que el angulo en D, es de 45°.

Con los datos que nos dan en el ejercicio seguiremos los mismos pasos.
Se toma el segmento b-cy a partir de D se construye un angulo de 45e.
Con centro en Cy radio a, se corta en B al lado del dngulo construido.
Por B se traza la perpendicular al lado b y queda completado el tridngulo.

450 X s

P Trazado de un triangulo rectangulo conocidos la hipotenusa y la suma de los catetos (a+b)

wonN

En el lado izquierdo de la figura se supone resuelto el problema.
Se lleva ¢, a continuacion de b, y la recta B, D, forma 45¢ con la prolongacion de d,.
Realizaremos por lo tanto lo mismo con los datos del problema.

Se sitUa el segmento b + ¢, se construye en D el angulo de 45°y desde C, se corta con radio a al
lado del dngulo de 459, recta DH.

Desde los puntos By B, se trazan las perpendiculares al lado b, obteniendo dos soluciones iguales.

CeNoposiciones
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P Trazado de un triangulo rectangulo conocidos un cateto (c) y la suma de la hipotenusa
y el otro cateto (a + b)

1. Enelladoizquierdo de la figura se supone resuelto el problema.

2. Lamediatriz de B N pasa por C, y éste unido a B, nos da el triangulo.
3. Realizaremos por lo tanto lo mismo con los datos del problema.
4

Segun esto, sobre los lados de un angulo recto se toman los segmentos ¢ y a+b, siendo los extremos
ByN

5. Lamediatrizde BN nos da el punto C, tercer vértice del tridngulo que se nos pide en el enunciado

a+b

Partiendo de un triangulo cualquiera, ;donde se cortan la bisectriz de uno de sus dngulos
y la mediatriz del lado opuesto?

1.6. CUADRILATEROS

1.6.1. Definicion

Un cuadrildtero es una figura plana poligonal cerrada, compuesta por cuatro rectas que se cortan
dos a dos.

Tiene dos diagonales (union de dos vértices no consecutivos) y cada una de ellas divide al cuadrila-
tero en dos tridangulos.

CeNoposiciones
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1.6.2. Clasificacion

Hay dos tipos de cudrildteros:

1. Paralelogramo: tiene los lados paralelos dos a dos.
— Cuadrado. Lados iguales, angulos de 90°, diagonales iguales y perpendiculares entre si.

C D

— Rectdngulo. Lados contiguos desiguales y paralelos dos a dos, angulos de 90°. Las diagonales
son iguales, oblicuas y se bisecan.

A B

C D

— Rombo. Los cuatro lados iguales y paralelos dos a dos pero oblicuos entre si. Las diagonales
son desiguales, perpendiculares y se bisecan.

D

>
o/
)

o]
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— Romboide. Lados iguales y paralelos dos a dos. Las diagonales son desiguales, oblicuas y se bisecan.

A B

C D

2. Trapecios. Dos lados paralelos y dos oblicuos.

— Trapecio rectdngulo. Dos lados paralelos y dos angulos rectos. Las diagonales son desiguales
y oblicuas.

C D
— Trapecio isosceles. Dos lados paralelos y los angulos iguales dos a dos.

A B

C D
— Trapecio escaleno. Dos lados paralelos y los dngulos desiguales.
A B

CeNoposiciones
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Trapezoides. No tienen ninguin lado paralelo. Tanto los dngulos como los lados son diferentes.
Las diagonales son desiguales, oblicuas y no se bisecan.

A

C D

1.6.3. Trazado a partir de sus elementos

P Trazado de un cuadrado del que se conocen la suma de la diagonal mas un lado

m Casol

Partimos de un cuadrado cualquiera ABED de lado L= ABy sobre la diagonal llevamos la me-
dida L,+D" obteniendo el punto N.

Unimos BN.

Con los datos del problema y a partir del vértice A llevamos sobre la diagonal L+D obteniendo
el punto M.

La recta paralela a BN desde M corta a AB en el punto C.
El cuadrado que nos piden tiene por lado AC.

d+1

/-

YA,
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m Caso?2

Partimos de un segmento D + L.

Desde el extremo C construimos un angulo de 22°30" (cuarta parte del angulo de 90°).

Por el extremo B trazamos un perpendicular a CB.

El punto de corte de ambas rectas es A, vértice del cuadrado.

El cuadrado que nos piden en el problema tiene por lado BA.

D A

22030’

d+l1

1.7. LUGAR GEOMETRICO. CIRCUNFERENCIA

Lugar geométrico. s el conjunto de los puntos del plano que cumplen una condicién determina-
da o gozan de una propiedad comun.

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de otro fijo. Este
punto se denomina centro y la distancia entre él'y cualquiera de los pertenecientes a la circunfe-
rencia, radio.

El didmetro es la cuerda de la circunferencia que pasa por el centro y la divide en dos partes iguales
llamadas semicircunferencias

1.8. TANGENCIAS ENTRE RECTAS Y CIRCUNFERENCIAS

P Relaciones geométricas basicas entre las rectas y las circunferencias

1. Si dos circunferencias son tangentes entre si, el punto de tangencia estd contenido en la recta
que une los centros si son exteriores o en su prolongacion si son interiores. Las distancias entre
centros serdn suma o diferencia de radios respectivamente.

CeNoposiciones
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~

2. Siunarectay una circunferencia son tangentes, el punto de tangencia es el pie de la perpendi-

cular trazada desde el centro de dicha circunferencia a la recta tangente.

o]

t
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3. El centro de una circunferencia se encuentra en la mediatriz de la cuerda que une dos puntos
cualesquiera de la circunferencia.

S

4. La bisectriz de dos rectas contiene el centro de la circunferencia tangente a ambas.

t

S

CeNoposiciones
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1.9. ANGULOS

1.9.1.

Definicion, clases
Definicion

Llamamos plano a la parte del plano comprendida entre dos semirrectas que tienen un mismo
punto de origen.

Otra definicion serfa, la amplitud entre dos lineas cualesquiera que concurren en un mismo punto
llamado vértice.

Clases de angulos

Los dngulos podemos clasificar de la siguiente manera:

®  Angulo agudo. Angulo menor que su adyacente Menor de 90e.

m  Angulo obtuso. Angulo mayor que su adyacente. Mayor se 90°.

m  Angulo recto. Angulo igual que su adyacente. 90e.

\a

m  Angulo llano. Angulo que forma 180e.
p

N

®  Adyacentes o consecutivos. Aquellos que tienen el vértice y un lado comun'y el otro en prolonga-
cién formando un dngulo llano (1809).
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Angulos complementarios. La suma de sus angulos es 90e.

o

Angulos suplementarios. La suma de sus angulos es 180°.

1.9.2. Relaciones métricas entre angulos

Partiendo de dos rectas paralelas podemos establecer las siguientes relaciones métricas de igualdad
entre los dngulos que se forman.

Opuestos por el vértice. Aquellos cuyos lados son simétricos respecto al vértice.

Alternos externos. Aquellos que estén en la parte exterior de las paralelas a distinto lado de ellas.

/
ya
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m  Correspondientes. Aquellos que se encuentran al mismo lado de las paralelas y al mismo lado de
la transversal.

A
r

v
/

® Internos. Aquellos que se encuentran distinto lado de las paralelas y al mismo lado de la trans-
versal.

1.9.3. Operaciones con dngulos

» Construccion de un angulo igual a otro.

Partimos de un dngulo a.. De lados a, b y vértice V.
Para construir uno igual trazamos un arco que corta a los lados del dnguloen Ay B.

Sobre el lado a, en el que vamos a copiar el angulo original trazamos el mismo arco obteniendo el
punto A .Trazamos un segundo arco con centro en A, y radio AB obteniendo un segundo punto B,.

Eldngulo A, V, B esigual que AVB.
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P Construccion de angulos con el compas

= Angulo de 60°
Partimos de una recta s y un punto O que pertenece a la recta y serd origen del dngulo de 60°.

Trazamos un arco cualquiera que corta a la recta en A. Con centro en Ay radio AO trazamos un
segundo arco que corta al anterior en B. El dngulo BOA es de 60°. Mediante sucesivas bisectrices
obtendremos dngulos de 30°y 15°.

o A S
= Angulo de 90°y 45°
Partimos de una recta s y un punto O que pertenece a la recta y serd origen del dngulo de 90°.

La perpendicular a la recta s que pasa por O forma 90° con la misma y mediante el trazado de su
bisectriz se obtendra el &ngulo de 45°,

o S

m  Otros angulos se obtienen mediante la suma o resta de dngulos consecutivos.
Angulo de 75 Sumando 90° al de 15°

Angulo de 1052 Sumando 45° al de 60°

Angulo de 120° Sumando 30° al de 90°

Angulo de 1352 Sumando 45° al de 90°

Angulo de 150° Sumando 60° al de 90°

CeNoposiciones
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2. ANGULOS DE LA CIRCUNFERENCIA
2.1. ANGULO CENTRAL

Es aquel cuyo vértice coincide con el centro de una circunferencia y sus lados con dos radios de la misma.

Su valor angular es igual, obviamente, al del arco de circunferencia interior a él; dicho arco se deno-
mina arco correspondiente al dangulo.

A arcos iguales corresponden dngulos centrales iguales y, de modo reciproco.

2.2. ANGULO INSCRITO B

Se llama angulo inscrito en una circunferencia al que tiene su vértice sobre ella y sus lados son cuer-
das de la misma.

Su valor angular, como se verd a continuacion, es igual a la mitad del correspondiente al arco que
abarcan sus lados. oo = 23
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P Relacion entre arco central y dngulo inscrito que abarca el mismo arco

Enla misma figura, el tridngulo ABO es isdsceles, por ser iguales dos de sus lados (BO, OA), y el &ngulo
AON es llano, por estar alineados sus dos lados; por lo tanto,

(180 -a) + 2 =180
o=2p
De lo cual resulta que el angulo central es doble del inscrito que abarca el mismo arco.

2.3. ANGULO SEMIINSCRITO j3

Se llama dngulo semiinscrito de una circunferencia a aquel cuyo vértice pertenece a una circunfe-
rencia, siendo uno de sus lados secante y el otro tangente a la misma.

El valor de un dngulo semiinscrito es también igual a la mitad del central correspondiente:
(180 -a)/2+B=90
0-a/2+pB=90
oa=2p
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2.4. ANGULO INTERIOR

Angulo interior a una circunferencia es aquel cuyo vértice es un punto interior a dicha circunferencia
y los lados secantes a la mima.

Su medida es igual a la semisuma de los arcos comprendidos entre sus lados y las prolongaciones
de éstos.

2.5. ANGULO EXTERIOR

Angulo exterior a una circunferencia es aquel cuyo vértice es exterior a la misma y cuyos lados son
tangentes o secantes a ella.

Su medida es igual a la semidiferencia de los arcos comprendidos entre sus lados.

_ m Determinar grdficamente la relacién que existe entre los dngulos interiores de un
hexdgono regular y un tridngulo equildtero, ambos inscritos en una misma circunfe-
rencia, y con tres de sus vértices coincidentes.
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3. POTENCIA DE UN PUNTO RESPECTO A UNA CIRCUNFERENCIA

Se llama potencia de un punto P respecto a una circunferencia, situados en el mismo plano al
valor constante del producto de los segmentos determinados por la circunferencia sobre una
secante a ella que pasa por el punto dado. Dicho punto puede ser tanto exterior como interior a
la circunferencia.

Enlafigura 65 los dngulos ay B son iguales, por ser dngulos inscritos que abarcan un mismo arco AC
Los tridngulos APD y CBP son, asimismo, semejantes, al tener dos dngulos iguales (los dos citados y
el dngulo en P, que es comun). Se cumplird, por lo tanto, que:

PA/PC = PD/PB; PA - PB =PC-PD

Este producto, constante para cualquier secante que pase por P, representa la potencia de dicho
punto respecto a la circunferencia dada.

Conforme la secante se aleja del centro, sin dejar de pasar por P, los valores de los segmentos PA, PB,
tienden a igualarse; en la posicion extrema, la secante se con vierte en tangente y los valores de los
segmentos interceptados se igualan:

PA-PB=PT-PT=PT?
Cuando el punto es exterior a la circunferencia, su potencia respecto a ella es igual al cuadrado del

segmento tangente.

Otra expresion de la potencia de un punto respecto a una circunferencia. Eligiendo la secante
que pasa por el centro de la circunferencia y, expresando el valor de la potencia en funcion de la
distancia del punto al centro de la circunferencia y del radio de ésta,

PA-PB=(d-1n-d+r=d?-r?

La potencia de un punto respecto a una circunferencia es igual al cuadrado de su distancia al centro
menos el cuadrado del radio de aquélla.

Potencia de un punto respecto a un haz de circunferencias. Dados los puntos fijos A, B, y trazado
el haz de circunferencias que pasan por ellos, la recta determinada por dichos puntos es la secante
comun a todas las circunferencias del haz. Al elegir un punto exterior P que se encuentre en conse-
cuencia, dicha recta, el producto PA x PB=serd igual para todas ellas, por lo que también habra de
serlo PTZy en consecuencia, el valor de PT.

PA-PB=PT =cte
PT =cte
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El punto P, que pertenece a la secante comun del haz, tiene la misma potencia respecto a todas las
circunferencias de él.
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4. EJERADICAL DE DOS CIRCUNFERENCIAS

Es el lugar geométrico de los puntos del plano que tienen igual potencia respecto a las dos
circunferencias.

= Eje radical de dos circunferencias secantes

Es la recta que pasa por sus puntos de interseccion, secante comun a ambas. En efecto, como
vimos antes, para cualquier punto P de dicha recta el producto PA - PB representa el valor de su
potencia respecto a cada una de las dos circunferencias, y es, obviamente, igual para ambas.
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= Eje radical de dos circunferencias tangentes

Es la recta que pasa por el punto de tangencia y es perpendicular al segmento que une sus cen-
tros (tangente interior comun a ambas).

= Eje radical de dos circunferencias exteriores o interiores

Es una recta perpendicular a la que une sus centros, situada de forma que la diferencia de los
cuadrados de sus distancias a los dos centros sea igual a la diferencia de los cuadrados de los
radios de las circunferencias.

Para hallarlo dibujaremos en primer lugar una recta tangente exterior a las dos circunferencias.

Hallaremos el punto medio de dicha tangente P. Este pertenecerd al eje radical por ser equidis-
tante de los puntos de tangencia.

A continuacion se halla la perpendicular que pasa por P a la recta que une los dos centros de las
circunferencias, obteniéndose asf el Eje Radical.

En el caso de que se tratase de dos circunferencias concéntricas, el eje radical serfa impropio.
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5. CENTRO RADICAL DE TRES CIRCUNFERENCIAS

Es el punto interseccion de los ejes radicales correspondientes a dos pares cualesquiera de ellas. Es
un punto que tiene igual potencia respecto a las tres circunferencias (las distancias desde las tan-
gentes al mismo es idéntica).

Si las tres circunferencias tuviesen sus centros alineados, los ejes radicales correspondientes a dos
pares cualesquiera de ellas serian paralelos, por lo que el centro radical de las tres (punto intersec-
cion de ambos ejes) serfa un punto impropio.

Como consecuencia de lo dicho anteriormente, si desde un punto perteneciente al eje radical (caso
de dos circunferencias) o desde el propio centro radical (caso de tres circunferencias) se trazan las
tangentes a ellas, los segmentos tangentes PT, PT, PT"... que se obtienen, son iguales para todas
(Fig. 41, en la que se recogen algunos de los casos posibles).

Si nos referimos al término centro radical, jqué elementos son los minimos que inter-
vienen?
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6. ARCO CAPAZ

6.1. DEFINICION Y CONSTRUCCION

Dados dos puntos fijos Ay B, se llama arco capaz al lugar geométrico de los puntos de una circunfe-

rencia gue forman con esos puntos fijos un dngulo constante.

P Construccién del arco capaz de un dngulo de un determinado n° de grados (C)

respecto a un segmento AB

1.

Se transporta el angulo dado, a., apoyado bajo el segmento AB formando la rectar.

2.

Por A se traza una recta p perpendicular a la semirrecta r.

3.

Se traza la mediatriz m del segmento AB.

4.

El punto de corte de la mediatriz vy la semirrecta p es el centro O del arco capaz.

Esto determina tres tipos de arco:

®m  Arco capaz de un dngulo agudo.

m  Arco capaz de un dngulo obtuso.

135¢

135¢
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®m  Arco capaz de un anqulo recto (Semicircunferencia).

90°

A J o B
900

6.2. APLICACION EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS GEOMETRICOS

6.2.1. Determinar el arco capaz de 135° para el segmento AB

m  Setransporta el dngulo dado,135°, apoyado bajo el segmento AB formando la rectar.

m  Por A se traza una recta p perpendicular a la semirrecta r.

®m  Se traza la mediatriz m del segqmento AB.

®m  El punto de corte de la mediatriz y la semirrecta p es el centro O del arco capaz.

6.2.2. Construccion de un trianqgulo conocidos un lado a, la altura correspondiente a dicho
lado h_y el angulo opuesto o

®  Partimos del lado a y trazamos el arco capaz de | dngulo conocido o

® Trazamos una paralela al lado conocido a una distancia h_por ser el lugar geométrico que deter-
mina la altura.

®m | ospuntos Ay A" de corte de dicha recta con el arco capaz son los posibles vértices de A.

m | ostridngulos ABC y A'BC son las dos posibles soluciones.

o™ o) A
L 7

B a C B a C
o a
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CONCLUSION

La comprension de los distintos conceptos y construcciones de este tema tendrd gran impor-
tancia en el desarrollo y estudio de los siguientes temas ya que son los fundamentos geométri-
cos fundamentales en los que se basa la geometria.

Asf, en el estudio de poligonos (tema 48) necesitaremos los conceptos bésicos tratados capitulo 1
del tema para poder realizar cada una de las construcciones.

En temas posteriores, como Tangencias (tema 52) o curvas conicas (tema 53), el estudio de cir-
cunferencia y las relaciones que se establecen entre sus dngulos, ayudara a solucionar muchos
de los ejercicios que se plantearan.

Por ultimo, las construcciones tratadas en los capfitulos 3y 4 se repetirdn continuamente, en for-
ma de construcciones auxiliares para simplificar y facilitarén la elaboracion y posterior resolucién
de construcciones mas complejas.
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1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

RESUMEN

CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS
FUNDAMENTALES: PARALELISMO,
PERPENDICULARIDAD, ANGULOS,
CIRCUNFERENCIA, OTRAS

CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS

ELEMENTOS BASICOS DE GEOMETRIA

® Punto: Es resultado de la interseccion de dos lineas.
® Linea recta: Es una sucesién de puntos en una misma di-
reccién.

= Segmento: Parte de una recta definida por dos puntos de la
misma y los situados entre ambos.

m Semirrecta: Un punto determina sobre una recta dos semi-
rrectas.

® Linea curva: Sucesién de puntos que no estan en la misma
direccion.

® Plano: Es la superficie determinada por tres puntos no ali-
neados; dos rectas que se cortan: dos rectas paralelas; una
recta y un punto exterior.

= Angulo: Porcién de un plano que delimitan dos semirrectas
con un origen comun.

PARALELISMO

Rectas paralelas son aquellas que estando en un mismo plano,
no se cortan por mas que se prolonguen en un espacio finito,
sino que equidistan en toda su longitud.

PERPENDICULARIDAD

La de menor distancia y que corta a una recta formando un
angulo de 90° es la perpendicular.

La recta que forma 90° por el punto medio de un segmento
recibe el nombre de mediatriz.

BISECTRIZ DE UN ANGULO

La recta que divide un angulo en dos partes iguales se deno-
mina bisectriz. Dicha bisectriz es eje de simetria del angulo.

CeNoposiciones

47.2. Angulos en la circunferencia.

47.4. Eje radical de dos circunferencias.
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47. Construcciones geométricas fundamentales. Angulos en la circunferencia,
arco capaz, potencia, eje y centro radical.

47.1. Construcciones geométricas fundamentales: paralelismo, perpendicularidad, dngulos, circunferencia,
otras construcciones geométricas.

47.3. Potencia de un punto respecto de una circunferencia.

47.5. Centro radical de tres circunferencias.

1.5. TRIANGULOS

El triangulo es la figura plana limitada por tres rectas que se
cortan dos a dos. Tiene tres lados y tres angulos.

La suma de los tres angulos de un triangulo es 180°.

» Clasificacion

Segun sus lados:

= Equilatero, tiene los tres lados y los tres dngulos iguales.
= Isosceles, tiene dos lados y dos dngulos iguales.

m Escaleno, los tres lados y dngulos son desiguales.
Segun sus angulos.

= Acutangulo, los tres angulos son agudos.
= Rectangulo, tiene un dngulo recto.

® Obtusangulo, uno de sus dngulos es obtuso.

» Lineas y puntos notables del tridngulo

= Circuncentro y circunferencia circunscrita
— Mediatriz de un lado: es la recta perpendicular al lado
que lo divide en dos segmentos de igual longitud.
— Circuncentro: Punto de corte de las tres mediatrices del
triangulo.
— Circunferencia circunscrita. Centro el circuncentro y ra-
dio la distancia a uno de sus vértices.
= Baricentro.
— Mediana de un lado: es la recta que une un vértice con
la mitad del lado opuesto.
— El punto de corte de las tres medianas de un triangulo
es el baricentro.

® Incentro y circunferencia inscrita.

— Bisectriz del angulo de un triangulo: es la recta que lo
divide en dos partes iguales.

— El punto de corte de las tres bisectrices de los dngulos de
un tridngulo es el incentro 1.

— La circunferencia de centro | y radio la perpendicular
desde el incentro a cualquiera de los lados es la circunfe-
rencia inscrita en el triangulo.

= Ortocentro

— Altura de un triangulo: es la recta perpendicular desde
un vértice hasta el lado opuesto.

— El punto de corte de las tres alturas de un triangulo es el
ortocentro O.

— Uniendo los pies de las perpendiculares se obtiene el
triangulo ortico del anterior y O_es el centro de la cir-
cunferencia inscrita en este tridangulo.

1
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1.6. CUADRILATEROS 1.9. ANGULOS

Un cuadrilatero es una figura plana poligonal cerrada, com-
puesta por cuatro rectas que se cortan dos a dos.

Tiene dos diagonales (unién de dos vértices no consecutivos)
y cada una de ellas divide al cuadrilatero en dos tridngulos.

» Clasificacion

u Paralelogramo. Lados paralelos dos a dos.

1. Cuadrado. Lados iguales, angulos de 90°, diagonales
iguales y perpendiculares entre si.

2. Rectangulo. Lados iguales y paralelos dos a dos, an-
gulos de 90°. Las diagonales son iguales, oblicuas y se
bisecan.

3. Rombo. Los cuatro lados iguales y paralelos dos a dos
pero oblicuos entre si. Las diagonales son desiguales,
perpendiculares y se bisecan.

4. Romboide. Lados iguales y paralelos dos a dos. Las
diagonales son desiguales, oblicuas y se bisecan.

m Trapecios. Dos lados paralelos y dos oblicuos.

1. Trapecio rectangulo.

2. Trapecio isdsceles.

3. Trapecio escaleno.

= Trapezoides No tienen ningun lado paralelo. Tanto los &n-
gulos como los lados son diferentes. Las diagonales son
desiguales, oblicuas y no se bisecan.

1.7. LUGAR GEOMETRICO. CIRCUNFERENCIA

® Lugar geométrico. Es el conjunto de los puntos del plano
que cumplen una condicién determinada o gozan de una
propiedad comun.

u La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del
plano que equidistan de otro fijo.

1.8. TANGENCIAS ENTRE RECTAS Y

CIRCUNFERENCIAS

> Relaciones geométricas bdsicas entre las rectas
y las circunferencias

1. Si dos circunferencias son tangentes entre si, el punto de
tangencia esta contenido en la recta que une los centros si
son exteriores o en su prolongacion si son interiores.

2. Si una recta y una circunferencia son tangentes, el punto
de tangencia es el pie de la perpendicular trazada desde el
centro de dicha circunferencia a la recta tangente.

3. El centro de una circunferencia se encuentra en la media-
triz de la cuerda que une dos puntos cualesquiera de la cir-
cunferencia.

4. La bisectriz de dos rectas contiene el centro de la circunfe-
rencia tangente a ambas.

Llamamos plano a la parte del plano comprendida entre dos
semirrectas que tienen un mismo punto de origen.

1.9.1. Definicion, clases

» Definicion
Llamamos plano a la parte del plano comprendida entre dos
semirrectas que tienen un mismo punto de origen.

» Clases de angulos

= Angulo agudo.

= Angulo obtuso.

® Angulo recto.

Angulo llano.

Adyacentes o consecutivos.
Angulos complementarios.

Angulos suplementarios.

1.9.2. Relaciones métricas entre dngulos

= Opuestos por el vértice.
m Alternos externos.
m Correspondientes.

® Internos.

1.9.3. Operaciones con angulos

» Construccion de un angulo igual a otro
Partimos de un dngulo a.. De lados a, b y vértice V.

Para construir uno igual trazamos un arco que corta a los la-
dos del dnguloen Ay B.

Sobre el lado a, en el que vamos a copiar el dngulo original
trazamos el mismo arco obteniendo el punto A .Trazamos un
segundo arco con centro en A, y radio AB obteniendo un se-
gundo punto B,.

El dngulo A, V, B es igual que AVB.

» Construccion de angulos con el compas

® Angulo de 60°

Partimos de una recta s y un punto O que pertenece a la
recta y sera origen del angulo de 60°.

Trazamos un arco cualquiera que corta a la recta en A. Con
centro en Ay radio AO trazamos un segundo arco que cor-
ta al anterior en B. El angulo BOA es de 60°. Mediante suce-
sivas bisectrices obtendremos angulos de 30°y 15°.

® Angulo de 900y 45°
Partimos de una recta s y un punto O que pertenece a la
recta y serd origen del angulo de 90°.
La perpendicular a la recta s que pasa por O forma 90° con
la misma y mediante el trazado de su bisectriz se obtendra
el angulo de 45¢.

m Otros dngulos se obtienen mediante la suma o resta de éan-
gulos consecutivos
— Angulo de 75°: Sumando 90° al de 15°.
— Angulo de 105°: Sumando 45° al de 60°.
— Angulo de 120°: Sumando 30° al de 90°.
— Angulo de 135° Sumando 45° al de 90°.
— Angulo de 150°: Sumando 60° al de 90°.
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2. ANGULOS DE LA CIRCUNFERENCIA 3. POTENCIA DE UN PUNTO RESPECTO
A UNA CIRCUNFERENCIA

2.1. ANGULO CENTRAL Se llama potencia de un punto P respecto a una circunferen-
cia, situados en el mismo plano al valor constante del produc-
to de los segmentos determinados por la circunferencia sobre
una secante a ella que pasa por el punto dado. Dicho punto
puede ser tanto exterior como interior a la circunferencia.

Es aquel cuyo vértice coincide con el centro de una circunfe-
rencia y sus lados con dos radios de la misma.

2.2. ANGULO INSCRITO B

Se llama angulo inscrito en una circunferencia al que tiene su

vértice sobre ellay sus lados son cuerdas de la misma. 4. EJERADICAL DEDOS
) CIRCUNFERENCIAS
2.3. ANGULO SEMIINSCRITO B . .
Es el lugar geométrico de los puntos del plano que tienen
Se llama &ngulo semiinscrito de una circunferencia a aquel igual potencia respecto a las dos circunferencias.

cuyo vértice pertenece a una circunferencia, siendo uno de

; Eje radical de dos circunferencias secantes.
sus lados secante y el otro tangente a la misma.

Eje radical de dos circunferencias tangentes.

Eje radical de dos circunferencias exteriores o interiores.

2.4. ANGULO INTERIOR

Angulo interior a una circunferencia es aquel cuyo vértice es
un punto interior a dicha circunferencia y los lados secantes
alamima.

5. CENTRO RADICAL DE TRES
CIRCUNFERENCIAS

2.5. ANGULO EXTERIOR Es el punto interseccién de los ejes radicales correspondien-
tes a dos pares cualesquiera de ellas.

Angulo exterior a una circunferencia es aquel cuyo vértice es ex-
terior a la mismay cuyos lados son tangentes o secantes a ella.

6. ARCO CAPAZ

6.1. DEFINICION Y CONSTRUCCION

Lugar geométrico de los puntos de una circunferencia que
forman con esos puntos fijos un dngulo constante.

Bisectriz del dngulo de un tridngulo: es la recta que lo divide
en dos partes iguales.

El punto de corte de las tres bisectrices de los dngulos de un
triangulo es el incentro .

La circunferencia de centro | y radio la perpendicular desde el
incentro a cualquiera de los lados es la circunferencia inscrita

en el tridngulo.

» Ortocentro

Altura de un tridngulo: es la recta perpendicular desde un
vértice hasta el lado opuesto.

El punto de corte de las tres alturas de un tridngulo es el or-
tocentro O.

Uniendo los pies de las perpendiculares se obtiene el tridn-
gulo 6rtico del anterior y Oc es el centro de la circunferencia
inscrita en este triangulo.

6.2. CUADRILATEROS

Un cuadrilatero es una figura plana poligonal cerrada, com-
puesta por cuatro rectas que se cortan dos a dos.

Tiene dos diagonales (unién de dos vértices no consecutivos)
y cada una de ellas divide al cuadrildtero en dos tridngulos.
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AUTOEVALUACION

10.

Construye un tridngulo rectangulo conociendo que su altura sobre la hipotenusa MA mide 3 cm, y la
proyeccién de uno de los catetos sobre la hipotenusa MC mide 2 cm.

A partir del tridngulo anterior determinar su baricentro e incentro.
Hallar la circunferencia circunscrita a un tridngulo de lados 3cm, 6 cmy 8 cm.

Trazado de un triangulo rectangulo conocidos la hipotenusa (a) y la diferencia de los catetos (b - ¢).
a=8cm

b-c=3cm
Determinar el arco capaz de 60 ° de un segmento AB de 8 cm.

Trazado de un cuadrado del que se conocen la suma de la diagonal mas un lado.

d+1=10cm

Dibuja un cuadrilatero inscribible en una circunferencia con los siguientes datos.
- Diagonal del cuadrilatero AC=11cm

- LadoAB=5cm

- Diagonal del cuadrildtero BD =7 cm

- AngulodeD=7,5cm
Dibujar un dngulo, con la ayuda de un compas de 75° a partir de otro de 45°.

Determinar el punto V desde el que se ven los segmentos AB y BC bajo los dngulos de 45°y 120¢°,
respectivamente.

Definir el Eje Radical de dos circunferencias y comparar su posicion con respecto a las circunferencias
en los siguientes casos.

a. Circunferencias exteriores.

b. Circunferencias tangentes.

c. Circunferencias secantes.
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