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INTRODUCCION

Encontrar las raices de un polinomio en una variable es uno de los problemas mas
antiguos en Matemadticas, pero hasta el siglo xv no se desarroll la notacién actual.
En el siglo XvI G. Cardano encontro6 las formulas generales para las soluciones de
las ecuaciones de tercer y cuarto grado, mucho mads complejas que las de segundo
grado. Fueron E. Galois y N. H. Abel los que demostraron que no existen tales formu-
las para grado 5 y mayores: hay polinomios de esos grados cuyas soluciones no son
expresables por radicales.

Los polinomios en general, en varias variables, sirven para modelizar infinidad de
problemas en Quimica, Fisica, Economia e Ingenierias y su estudio es uno de los
pilares del Algebra Abstracta.

Se hace un estudio de los anillos de polinomios en general, sobre un anillo de coefi-
cientes arbitrario. Se estudian la divisién, cuando sea posible, el concepto de maxi-
mo comun divisor, la identidad de Bézout, y la factorizacion tinica cuando el anillo
de coeficientes es un cuerpo. Se da una prueba del teorema fundamental del Algebra
por métodos analiticos, y, por tltimo, se estudia la irreducibilidad en R[X] y Q[X].

En Secundaria y Bachillerato los alumnos aprenden a manejar las operaciones bdsi-
cas con polinomios (division, méximo comun divisor, factorizacion) y a resolver las
ecuaciones mads sencillas. Es importante hacerles ver desde el principio que un po-
linomio puede ser reducible y no tener raices en el cuerpo en el que trabajemos. Los
alumnos con mads interés pueden trabajar con las férmulas de Cardano o acceder a
métodos sencillos numéricos de aproximacion de raices.

cenoposiciones
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EL ANILLO DE LOS POLINOMIOS

Recordemos que un anillo es un conjunto en el que se han definido dos operacio-
nes que se suelen denotar +y -, suma y producto, que es grupo conmutativo con la
suma, semigrupo (no necesariamente conmutativo) para el producto y que verifica
la propiedad distributiva de la suma respecto del producto. Ejemplos de anillos son
cualquier cuerpo k, Z, Z/Zn o M ,xn(k), las matrices de m filas y n columnas con
entradas en un cuerpo k.

Definicién 1.1.
Sea A un anillo. El anillo de polinomios en la indeterminada X con coeficientes en
A, y que notaremos por A[X], es el conjunto de expresiones formales:

FX)=apn X"+ an X" 1 +.. v X+ag

con cada a; € A. El elemento a; se denomina el coeficiente de X I en f(X).

Dos polinomios se consideran iguales si para cada i los coeficientes de X' son igua-
les. Por claridad, eliminamos los coeficientes nulos cuando escribimos un polino-
mio. El polinomio cero es el que tiene todos sus coeficientes igual a 0, y lo notaremos
como 0.

Definicion 1.2.
El grado de f(X) es el mayor n tal que a, es no nulo.

Si grado(f(X)) = n escribiremos f(X) = X7 _, arX*. El coeficiente a, se denomina
coeficiente lider de f(X). Si esigual a 1, decimos que f(X) es un polinomio moénico.

Asignamos grado(0) = —oo y, por conveniencia en el manejo de férmulas, establece-
mos que —oo < n'y —o0o + n = —oo para cualquier n entero no negativo.

Se definen dos operaciones en A[X]. Sean:
fX)=a, X" +...+ a1 X + ay,
gX)=b, X" +...+ b1 X + by.
= Suma. f(X)+g(X) es el polinomio con coeficiente en X' igual a a;+b;. Algunos

de los a, o b, puede ser cero para que la suma de polinomios de diferente
grado tenga sentido.

= Producto. Primero definimos el producto de monomios como:
(aX")(bX') = abX™],

y se extiende a todos los polinomios mediante las leyes distributivas (lo que
habitualmente conocemos como desarrollo y agrupacién de términos comu-
nes):

@+ a1 X+aX?+..)-(bg+ b1 X+ b X?+..)

=agbo + (a1 by + agpb1) X + (agby + a1 by + dzbo)Xz +...

En general, el coeficiente de X! iguala ajbo+ aj-1b1 +...+aob; =}, j=; aibj.

Cenoposiciones
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La definiciéon anterior hace que el producto sea distributivo con respecto a la suma.

» Proposicion 1.3.
El conjunto (A[X],+) es un grupo.

Demostracion.

La operacion es interna, el elemento neutro es el polinomio cero, y dado un polino-
mio:
FX)=apn X"+ an X" 1 +.. +a X +ag

su opuesto es.
—fX)=(—a) X"+ (—a,_ ) X" '+ ..+ (—a) X + (—ay).

Como A es un grupo con la suma, se tienen también las propiedades conmutativa y
asociativa. O

» Proposicion 1.4.
El producto en A[X] es asociativo.

Demostracion.

Consideremos los polinomios f(X), g(X), h(X), y veamos que:
(f(X)-g(X)) - h(X) = f(X)-(g(X) - h(X)).

Por la propiedad distributiva, basta ver el caso en el que f(X) = aX !, Si escribimos
gX)=X;bj X/, h(X)=3%k ci X*, tenemos que:

(aX' g(X))-h(X)

(; abjxiﬂ') %ckx’“ = Z( 3 abjck) X!

I \i+j+k=I

aX'-(g(X)-h(X))

aXiZ( 3 bjck)xszz( 3 abjck)Xi“,

S \j+k=s S \j+k=s
y ambas expresiones son iguales sin mds que hacer i + s = [. O

El elemento identidad con respecto al producto es el polinomio 1. Con estas opera-
ciones, A[X] es un anillo.

» Ejemplo 1.5.

El producto en el anillo de polinomios es conmutativo si y sélo si el anillo de coefi-
cientes lo es: asi R[X] o Z[X] son conmutativos, pero .4, (k)[X] no lo es porque el
producto de matrices no lo es en general. Con todo, si no se menciona lo contrario,
se supone que un anillo de polinomios es conmutativo.

Nota 1.6.

Sea A = k un cuerpo, y consideremos el anillo de polinomios k[ X]. Si f(X) =) ; a; X i
podemos definir la operacion:

a f(X)=) (aa)X’,

1

cenoposiciones
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que dota a k[X] de estructura de k-espacio vectorial. Es uno de los ejemplos cladsicos
de espacio vectorial de dimension infinita.

Nota 1.7.

La definicién del anillo de polinomios se puede formalizar a partir de un espacio de
funciones. Asi, un elemento f € A[X] es una funciénf : Z* — A tal que f(n) # 0 en
un ntmero finito de enteros no negativos n. Las operaciones de sumay producto se
definen como:

(f+gn) = fn)+gn),
f-9m = Y fimgnh-m).
m=0

Observemos que la indeterminada X no aparece en esta definicion. Para ver que
nuestra descripcion inicial de A[X] coincide con esta, definimos X como la funcién
sobre Z* dada por:

1 sim=1,
Xm”_{o sim#1.

Con la definicién que hemos dado del producto, la funcién X" = X - X --- X verifica:

1 sim=n
n _ )
X(m)_(o sim# n.

Entonces, cualquier elemento f € A[X] se puede escribir de forma tinica como:

f=> fmx",

n=0
donde la suma es sobre un ntimero finito de términos. Se tiene que X° es la funcién:

1 sin=0
0 _ )
X(")_{o sin>0.

De esta forma tenemos la inclusién A — A[X].

Recordemos que un homomorfismo de anillos es una aplicacion entre dos anillos
Ay Bquellevael 1 de Aenellde B,y que respeta la suma y el producto. Si es
biyectiva, es un isomorfismo de anillos. Si A = B, los isomorfismos se denominan
automorfismos. El cambio de variable en un polinomio por la variable menos un
escalar es, trivialmente, de este tipo:

Lema 1.8.
Sea a € A. La aplicacion @ : A[X] — A[X] definida por ®(f (X)) = f(X —a) es un
automorfismo de anillos.

Cenoposiciones
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» Lema1.9.
Sea Aun anilloy f(X), g(X) € A[X]. Entonces:
1. grado(f(X)+ g(X)) < max{grado(f(X)),grado(g(X))}.
2. grado(f(X)g(X)) < grado(f(X)) +grado(g(X)).

3. Laigualdad se tiene en el caso anterior silos coeficientes lideres de f(X) y g(X)
no son divisores de cero. En particular, cuando A es un dominio de integridad.

La prueba es inmediata.

Nota 1.10.
En lo que sigue simplificaremos la notacién en los anillos de polinomios Z/Zn[X],
escribiendo simplemente un coeficiente a cuando nos referimos en realidad a
a=a+7n.

Si los coeficientes no estdn en un dominio de integridad (esto es, si existen elemen-
tos no nulos a, b € A tales que a-b = 0) entonces se puede dar la desigualdad estricta
del segundo apartado: por ejemplo en Z/Z4[X], se tiene que:

grado((2X)(2X)) = grado(0) = —oo < grado(2X) + grado(2X) = 2.

» Corolario 1.11.
Si A es un dominio de integridad, entonces:

1. A[X] es un dominio de integridad.

2. Las unidades de A[X] son las unidades de A.

Recordemos que una unidad es un elemento con inverso para el producto. La segun-
da parte del corolario es consecuencia de que el producto de polinomios no cons-
tantes es no constante en un dominio de integridad.

cenoposiciones
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2.

2.1,

DIVISIBILIDAD Y FACTORIZACION

Veremos en esta seccion el concepto de divisibilidad y de factorizacién de un poli-
nomio. Los resultados son muy similares a los correspondientes para enteros. Ter-
minamos con el lema de Gauss que relaciona la factorizacién de un polinomio en
Z[X]yenQ[X].

ALGORITMO DE DIVISION

Sean f(X)=ap+ a1 X +...+a, X" € A[X]1y g(X) =by+ bhiX+..by 1 X"+ b, x™
un polinomio ménico, de grado m = 1. Si n = m, sea q;(X) = a,X""""™. Entonces
f[1(X) = f(X) — g(X)g1(X) tiene grado menor o igual que n — 1. Si grado(f; (X)) = m,
podemos repetir el proceso con f; (X). Tras un ntmero finito de pasos llegamos a un
polinomio f;(X) de grado estrictamente menor que m. Sillamamaos:

qX)=q1(X) +...+ q5(X),

r(X) = f(X)-qX)gXx),

obtenemos una ecuacion:
fX)=g(X)g(X)+r(X)

donde grado(r (X)) < grado(g(X)). Este proceso no es mds que la tradicional divi-
sion de polinomios. Observemos que si g(X) no es monico, el proceso puede no ser
posible:

Ejemplo 2.1.

En Z[X], si f(X) =3X?y g(X) = 2X, no existe un monomio m(X) en Z[X] tal que
m(X)-(2X) = 3X? yla divisién no es posible.

Proposicion 2.2 (Algoritmo de division).
Sea A un anillo, f(X), g(X) € A[X] con g(X) moénico. Entonces existen unos tnicos
q(X),r(X) € A[X] con grado(r (X)) < grado(g(X)) tales que:

f(X)=gX)gq(X) +r(X).

Demostracion.

La existencia se sigue de la nota anterior. Consideremos ahora la unicidad. Supon-
gamos que existen dos descomposiciones:

fX)=gX)gX)+r(X) y [f(X)=gX)q:1(X)+r(X),
con grado(r (X)) < grado(g(X)) y grado(r; (X)) < grado(g(X)). Entonces:

8§(X)(q1(X) — g(X)) = r(X) - r (X).

Cenoposiciones
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Como g(X) es un polinomio ménico, si comparamos los grados de ambos lados de
la igualdad:

grado(g (X)) +grado(qg; (X) — g(X)) = grado(r(X) — r1 (X)) < grado(g(X)).

Esto obliga a que grado(q; (X)—q (X)) = —oo, esto es, g1 (X) = q(X). De aqui se deduce
que r1(X) = r(X), y hemos establecido la unicidad. O
Nota 2.3.

1. Decimos que g(X) dividea f(X), g(X)|f(X), sien el proceso anterior se obtie-
ne r(X) =0.

2. En el caso A = k un cuerpo, el algoritmo anterior se tiene siempre, pues el
coeficiente lider de g(X) es una unidad.

3. Si g(X) no es monico, se puede conseguir una pseudo-division de la forma:
c- f(X)=gX)q(X)+r(X)

conceE A.

» Ejemplo 2.4.

En el ejemplo anterior, para f(X) =3X?y g(X) = 2X en Z[X] podemos dividir 2 f (X)
entre g(X).

Dado un polinomio f(X) € A[X], tiene sentido evaluarla funcién que define el po-
linomio de forma natural para un a € A, y lo notaremos como f(a). Sin embargo
es importante resaltar que los polinomios son expresiones formales y no debemos
confundirlos con las funciones que definen.

» Ejemplo 2.5.

En Z/72[X] el polinomio X? + X y el polinomio 0 son distintos, pero definen ambos
la funcién idénticamente 0.

El teorema de divisién se puede aplicar si g(X) = X —a con a € A con interesantes
consecuencias:

P Corolario 2.6 (Teorema del resto).
Sea A un anilloy a € A. Entonces para cualquier f(X) € A[X] existe q(X) € A[X] tal
que:
fX)=X-a)qgX)+ f(a).

Demostracion.

Por el teorema de divisién, podemos escribir:
fX)=gqX)(X-a)+rX),

donde grado(r (X)) < 0. Entonces r(X) = r € A. Si aplicamos el morfismo de sustitu-
cion, X — a, tenemos que f(a) = (a—a)q(a) +r, luego r = f(a). O

cenoposiciones
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P Corolario 2.7 (Teorema de la raiz).

Sea f(X) € A[X]y a€ A. Entonces f(a) =0 siy solamente si X — a divide a f(X).

Demostracion.
Se tiene que f(a) = 0 implica f(X) = (X - a)q(X). Si f(X) = (X —a)qg(X) entonces
fla)=(a-a)q(a) =0. O

Un elemento a tal que f(a) =0 se denomina raiz de f(X).

Corolario 2.8 (Teorema de D’Alembert).
Sea A un dominio de integridad y f(X) # 0 € A[X] un polinomio de grado n. Enton-
ces existen a lo mas n raices de f(X) en A.

Demostracion.

Si n =0, el resultado es cierto, ya que f(X) = ag # 0 implica que f(a) = ap # 0 para
todo a € A, esto es, f(X) no tiene raices. Ahora supongamos que n >0, y, por induc-
cion, que el resultado es cierto para todos los polinomios de grado menor que 7. Si
no hayraices de f(X) en A, no hay nada que probar. Supongamos entonces que exis-
te a € Araizde f(X). Por el teorema de la raiz, podemos escribir f(X) = (X —a)q(X),
donde grado(q(X)) = n — 1. Por la hipétesis de induccion, existen, a lo mds, n—1
raices de g(X) en A. Si b es una raiz de f(X), tenemos que 0 = f(b) = (b—a)q(b),
y deducimos que b = a o b es raiz de q(X). En conclusién, f(X) tiene, a lo mads,
(n—1)+1raices en A. O

Definicion 2.9.

Sea f(X) € A[X] un polinomio no nulo y a € A una raiz de f(X). Entonces X —a
divide a f(X) en A[X]. Al m&ximo entero s > 0 tal que (X — a)*|f(X) se le llama la
multiplicidad de a como raiz de f(X). Se dird que a es una raiz simple de f(X) si
s =1. En caso contrario se dird que es multiple.

Nota 2.10.
Una forma sencilla de realizar la divisién de un polinomio por un monomio de la
forma X — a es mediante la regla de Ruffini. Supongamos que:

FX)=apn X"+ an X" 1 +.. v X+ag

es un polinomio, con a, # 0, y lo queremos dividir por X — a. El procedimiento es
como sigue:

1. Colocamos los coeficientes de f(X) de mayor a menor grado, y escribimos a
en la esquina inferior izquierda:

a, dp-1 ... A1 Ao

Cenoposiciones
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2. Colocamos el coeficiente a, en la parte inferior del recuadro, multiplicamos a
por a,, y el resultado lo ponemos debajo del coeficiente a;,—;:

ap, an—1 ... dA1 Qo
aay

a

| an

3. Sumamos los coeficientes que aparecen en la columna 7n — 1, y lo llamamos
! .
a,_;:
an an-1 .. a1 Q
aap

a, ap_1+aay
———

!
n-1

a

4. Repetimos el procedimiento hasta llegar a a,:

an an-1 . a) ap

a aay aa, aa
a, ap-1+aa, ... aj+aa, ay+aa

Ay @ ay

Entonces se tiene que:
fX)=X-a)(a, X" ' +d, | X" +...+a,X +a)) +ay,

como se puede ver por induccién sobre el grado de f(X). Observemos que a es
raizde f(X) siy solamente si a; = 0, y ademds conseguimos una factorizacién.
Por el teorema del resto, f(a) = a(’).

2.2. ALGORITMO DE EUCLIDES. IGUALDAD DE BEZOUT

De forma analoga a como se hace en los enteros, se puede considerar en los anillos
de polinomios con coeficientes en un cuerpo el algoritmo de Euclides que produce
un méaximo comun divisor de dos polinomios y la identidad de Bézout para polino-
mios.

» Definicion 2.11.
Sean f(X),g(X) € k[X]. Un mdximo comun divisor de f(X),g(X) es un elemento
d(X) € k[X] tal que:

» dX)If(X)y dX)|g(X).
= Sie(X)|f(X)ye(X)|g(X) entonces e(X)|d(X).

Lo escribiremos como d(X) = mcd(f(X), g(X)).

El algoritmo de Euclides para encontrar un méaximo comun divisor (si multiplicamos
por cualquier elemento no nulo del cuerpo sigue verificando la definicién) funciona
igual que en los enteros.

cenoposiciones
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2.3.

Dados f(X), g(X) € k[X] vamos dividiendo sucesivamente:

f(X) = gX)gX)+rX) 0 < grado(r(X)) < grado(g(X))
g(X) = goX)r(X)+r(X) 0 < grado(r (X)) < grado(r(X))
r(X) = 1 X)n(X)+r(X) 0 < grado(r, (X)) < grado(r; (X))
m-1X) = guX)rp(X)+rp1(X) 0=<grado(rys1) < grado(r,(X))
rp(X) = g1 (X)rp 1 (X)+0 (rps2(X) =0)

Es muy sencillo ver que:
mcd(f(X), g(X)) =mcd(g(X), r(X)) =mcd(r(X),rn (X)) =...=

=mcd(r,(X), rpe1 (X)) = rpe (X).
El dltimo resto no nulo es un maximo comun divisor.
Ejemplo 2.12.

Calculemos un maximo comtin divisor de X° + 1 y X3+1enz/72[X]:

XO+1=X3(X3+1)+(X%+1),
XB+1=XX?+1D)+(X+1),
X2+1=(X+DX+1+0.

Luego mcd(X° +1,X3+1) = X + 1.

Enlas divisiones del algoritmo de Euclides, si despejamos los restos y los sustituimos
en las divisiones anteriores obtenemos una expresion del médximo comun divisor
como combinacién de los polinomios iniciales con coeficientes polinomios. Es la
identidad de Bézout para polinomios.

Proposicion 2.13 (Identidad de Bézout).

Sean f(X), g(X) € k[X] y d(X) un maximo comun divisor de f(X) y g(X). Podemos
encontrar a(X), b(X) € k[X] tales que d(X) = a(X) f(X) + b(X) g(X).

Ejemplo 2.14.

En el ejemplo anterior, se obtiene:

X+1=XX°+D+X3+DX3+1).

FACTORIZACION

Definicion 2.15.

En k[X], un elemento p(X) es irreducible si no es una unidad y p(X) = f(X)g(X)
implica que f(X) o g(X) es una unidad (un polinomio constante). Dos elementos
f(X), g(X) € k[X] se dicen asociados si existe una unidad u € k tal que f(X) = ug(X).

Cenoposiciones
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De la definicién se deduce:

» Proposicion 2.16.

Si p(X) es un polinomio irreducible y f(X) es un polinomio no divisible por p(X),
entonces mcd(f(X), p(X)) =1.

» Ejemplo 2.17.
Algunos ejemplos de polinomios irreducibles en distintos anillos de polinomios son:

m X+a,ac€ ken k[X].

» X?+1€eR[X].EnC[X] nolo es.

» X3-2eQ[X].EnR[X] noloes.

» X?>+1€7/73[X]).EnZ/Z5[X] nolo es.

Los polinomios irreducibles juegan el papel de los nimeros primos en los enteros.
Como consecuencia de la identidad de Bézout tenemos el siguiente resultado:

» Lema 2.18.
Sea p(X) € k[X] irreducible. Si p(X) divide a f(X)g(X) entonces p(X) divide a f(X)
oag(X).

Demostracion.
Si p(X) no divide a f(X) se tiene que 1 = a(X)p(X) + b(X) f (X) y de aqui:

g(X)=gX)a(X)p(X) +g(X)b(X) f (X),

y como p(X) divide a los dos sumandos, divide a g(X). O

Todo polinomio en k[X] de grado al menos 1 es irreducible o producto de irreduci-
bles:

» Proposicion 2.19.
Sea f(X) € k[X]. Entonces f(X) se puede escribir como:

FX)=uq(X)--- gm(X)

donde u es una unidad y cada ¢;(X) es irreducible. Ademds, esta factorizacién es
Unica en el sentido de que si f(X) = vp;(X):- pp(X) con v unidad y cada p;(X)
irreducible entonces m = n y existe una permutacion o de {1,..., n} tal que:

pi(X) = wiqqi)(X)
con w; unidad.

Demostracion.

La existencia de la factorizacién es por induccién sobre el grado de f(X). Si f(X) es
irreducible, hemos acabado. En otro caso, se puede expresar como producto:

FX) = HX) (X)),

cenoposiciones
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2.4.

con:
grado(f (X)) > grado(f (X)), grado(f>(X)).

Veamos la unicidad. Si:
ugi(X)---qgmX) =vp1(X)--- pp(X)

entonces ¢;(X) divide a algin p;(X). Como son irreducibles, existe w; unidad tal
que q;(X) = w;p;(X). Por induccién tenemos el resultado. d

Nota 2.20.

Como ocurre en los enteros (una vez mas), si tenemos la descomposicién en fac-
tores irreducibles es muy facil hallar el mdximo comun divisor de dos polinomios
tomando los factores comunes elevados al menor exponente.

LEMA DE GAUSS

Definicion 2.21.

Sea f(X) € Z[X] un polinomio no nulo. Llamamos contenido de f(X) a un maximo
comun divisor de los coeficientes de f(X), ylo notaremos por ¢(f (X)). Decimos que
el polinomio f(X) es primitivosi c(f (X)) = 1.

Observemos que el contenido de f(X) estd univocamente determinado salvo mul-
tiplicacion por una unidad de Z. Si f(X) € Z[X] es un polinomio no nulo entonces
podemos escribir f(X) = c¢fi(X), donde c es el contenido de f(X) y fi(X) es primiti-
vo.

Lema 2.22.
Sean f(X), g(X) polinomios no nulos de Z[X]. Entonces:

c(f(X)g(X)) = c(f(X)) - c(g(X)).

En particular, si f(X) y g(X) son primitivos entonces el producto f(X)g(X) es pri-
mitivo.

Demostracion.

Observemos que, dado un primo p € Z, el anillo Z/Zp[X] es un dominio de integri-
dad. Hay un homomorfismo natural:

¢:Z[X] —Z/ZplX]

que transforma un polinomio en el mismo con los coeficientes médulo p. Sean
f(X), g(X) polinomios no nulos de Z[X]. Como ¢(f(X)g(X)) = ¢(f(X))p(g(X)), se
tiene que ¢(f(X)g(X)) = 0 siy solamente si ¢(f (X)) =0 o ¢(g(X)) = 0. En otras pa-
labras, p es un factor irreducible de c¢(f(X)g(X)) siy solamente si p es factor irredu-
cible de c(f(X))c(g(X)). En concreto, f(X)g(X) es primitivo siy solamente si f(X)y
g(X) lo son.

Cenoposiciones
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A partir del caso particular obtenemos el caso general. Escribamos f(X) = cfi(X),
g(X) =dg (X), con f1(X), g1(X) primitivos. Entonces:

FX)g(X) =cdfLi(X)g1(X),

con f1(X)g; (X) primitivo, y se deduce que c(f(X)g(X)) =cd =c(f(X))-c(g(X)). O

» Lema 2.23.
Si f(X) € Q[X] es un polinomio no nulo, entonces f(X) = afi(X) cona € Qy fi1(X)
un elemento primitivo de Z[X]. Esta factorizacion es tinica salvo producto por una
unidad de Z.

Demostracion.

Consideremos d un denominador comun de los coeficientes de f(X), y podemos es-
cribir f(X) = (1/d)g(X) donde g(X) € Z[X]. Sea a = c(g(X))/d € Q. Entonces
f(X) = afi(X) con fi(X) polinomio primitivo. Consideremos ahora la unicidad.
Supongamos que f(X) = ff2(X), con f>(X) polinomio primitivo de Z[X],y 8 = a/b.
Entonces:

adf,(X)=cbfi(X).

El contenido de la parte izquierda es ad y el de la parte derecha es cb, luego existe
u € Z unidad tal que ad = uch. Entonces u f>(X) = f1(X) y los coeficientes satisfacen
la misma relacion = a/b=u(c/d) = ua. O

P Lema 2.24 (Gauss).
Sea f(X) € Z[X]. Son equivalentes:

1. f(X) tiene grado positivo y es irreducible en Z[X].
2. c(f(X)) =1y f(X) esirreducible en Q[X].

Demostracion.

Supongamos que f(X) € Z[X] es irreducible y de grado positivo. Entonces f(X) es
primitivo ya que c(f (X)) divide a f(X), y todo elemento irreducible de Z lo es tam-
bién en Z[X]. Para ver que es irreducible en Q[X], pongamos f(X) = g1(X)g2(X),
con g1(X) € Q[X],i =1,2,y g2(X) de grado positivo. Entonces g;(X) = a; f;(X), don-
de a; € Qvy f;(X) € Z[X] primitivo. Se sigue que:

FX) =aazfi(X) f2(X),

y el producto f;(X)f2(X) es primitivo por el lema de Gauss. Entonces, por el lema
anterior, f(X)y fi(X) f2(X) se diferencian en el producto por una unidad de Z. Esto
obliga a que f;(X) sea unidad en Z[X], esto es, f;(X) es una unidad de Z.

Reciprocamente, sea f(X) € Z[X] primitivo e irreducible en Q[X]. Si se tiene que
f(X) = g(X)h(X), con g(X), h(X) € Z[X], y h(X) de grado positivo, entonces g(X)
tiene grado cero (una descomposicion en Z[X] lo es también en Q[X]). Como
1=c(f(X)) = g-c(h(X)), se sigue que g es, ademds, unidad de Z. O

cenoposiciones
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3.

APLICACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Este teorema garantiza la existencia de soluciones en el cuerpo de los niimeros com-
plejos de toda ecuacion polinémica compleja. Fue enunciado por D’Alembert, pero
demostrado por Gauss. Damos una demostracion simple, basada en resultados de
Andlisis. Para una demostracién totalmente algebraica, hay que utilizar la teoria de
Galois.

Lema 3.1.
Si f: D — R es una funcién continua, y D es un conjunto cerrado y acotado (com-
pacto) de R?, entonces f tiene un minimo y un méximo en D.

Lema 3.2.
Sea f(X) € C[X]. Entonces la funcién , f(x) | alcanza un valor minimo en algtn zp € C.

Demostracion.

Es inmediato ver que limjy|—+o0 | f(X)| = +o0. Por tanto, como | f(x)| se hace grande
cuando |x| crece, se deduce que la cota inferior de | f (z)| para z € C es también la
cota inferior en un disco suficientemente grande |z| < r. Como | f (x)| es una funcién
continua con valores en R, por el lema anterior tenemos que | f (z)| alcanza su valor
minimo en el disco. O

Lema 3.3.

Sea f(X) € C[X] con la funcién f(x) no constante. Si f(xp) # 0 entonces | f (x0)| no es
el valor minimo de | f(x)|.

Demostracion.

Sea f(X) € C[X] no constante, y supongamos que Xy es un punto con f(xp) # 0. Ha-
gamos el cambio de variables x+ xy por x. Con esto se mueve xj al origen, y podemos
suponer f(0) # 0. Multiplicamos f(x) por f(0)"!, y conseguimos f(0) = 1. Vamos a
probar que 1 no es el valor minimo de | f(x)|.

Sea k el exponente mds pequeno de x que aparece en f(x). Entonces:
fxX) =1+ ax® + términos de grado > k.

Ahora sea @ unaraiz k-ésima de —a™!, que existe por la féormula de DeMoivre. Hace-

mos ahora el cambio de variable ax por x. Entonces f(x) tiene la forma:
fx)=1- xF 4 xk+1 g(x) para algtn polinomio g(x).
Sea € < 1 un numero real y positivo. Entonces:
|fe|= ‘1 —ek‘ +ef*1 | g(e)].
Comoek <1, podemos escribir:

|f(e)| <1-¢F 4kl |g(e)| = l—ek(l—e|g(e)|).

Cenoposiciones
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Si e — 0 entonces € | g(€)| — 0, por lo que podemos escoger xj < 1 real y positivo tal
que xp |g(x0)| < 1. Entonces:

x5 (1—x0|g(x0)) >0

y|fxo)| <1=|f0) O

» Teorema 3.4. Teorema fundamental del Algebra.
Si f(X) € C[X] es un polinomio no constante, entonces tiene al menos una raiz com-
pleja.

Demostracion.

Sea f(X) un polinomio no constante. Entonces la funcién | f (x)| tiene un valor mi-
nimo en algtin x, € C. Por el lema anterior, | f(xp)| = 0, de donde f(xo) = 0. O

Nota 3.5.

Dados dos cuerpos k < K (como Q =R o R < C) se dice que a € K es algebraico sobre
k si existe un f(X) € k[X] tal que f(a) = 0. Asi v/2 € R es algebraico sobre Q porque
es raiz de X? —2 € Q[X]. Si un ntimero no es algebraico se dice trascendente. Las
pruebas de que 7 o e son trascendentes sobre Q estan basadas, como la del teorema
fundamental del Algebra que hemos presentado, en el Anlisis.

Un cuerpo k se dice algebraicamente cerrado si todo polinomio (no constante) en
k[X] tiene una raiz en K. El teorema tundamental del Algebra puede enunciarse di-
ciendo que C es algebraicamente cerrado.

cenoposiciones
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4,

4.1.

CRITERIOS DE IRREDUCIBILIDAD DE POLINOMIOS

Veamos algunos criterios para detectar la irreducibilidad de un polinomio sobre los
reales y los racionales.

POLINOMIOS IRREDUCIBLES EN R[X]

A partir del teorema fundamental del Algebra, podemos determinar los polinomios
irreducibles de R[ X] como una aplicacion del teorema de division. Sera clave utilizar
que si @ € C es raiz de un polinomio en R[X], también lo es a.

Teorema 4.1. Si f(X) es un polinomio irreducible con coeficientes reales, entonces:
= f(X) tiene grado 1, o bien
» f(X)=aX?+bX+cconb®-4ac<0.

Reciprocamente, estos dos tipos de polinomio son irreducibles.

Demostracion.
Es claro que un polinomio de grado 1 es irreducible. Supongamos que:

f(X)=aX?+bX +c,

y que factoriza en C[X] como:

b 1 b 1
fX)=a X+—+—\/b2—4ac) (X+2———\/b2—4ac :
a

2a 2a 2a

Si b*>—4ac < 0 entonces estas raices de f(X) no son reales, y como f(X) no puede te-
ner mas raices, es irreducible. Asi que estos tipos de polinomios reales son, en efecto,
irreducibles.

Supongamos ahora que f(X) es un polinomio real irreducible de grado mayor que
1. Entonces no tiene raices reales. Sea @ unaraiz compleja no real de f(X). Entonces
su conjugada @ también es raiz, y si escribimos a = r; + ir, tenemos que:

gX)=X-a)(X-a) = X-(n+ir)X-(rn-ir))
X2 =2 X+ (ré+12)

es un polinomio de coeficientes reales. Aplicamos el teorema de divisién con f(X) y
g(X), y obtenemos:

f(X)=q(X)g(X) +r(X), donde q(X), r(X) € RX],

y r(X) es de grado menor o igual que 1. Si sustituimos el valor a en la igualdad, nos
queda:

0=f(a)=qgla)gla)+r(a).

Cenoposiciones
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Como g(a) = 0, llegamos a r(a) = 0. Si r(X) = cX +d, con ¢, d € R, entonces
ca+d = 0. Como a no es real, tiene que ser ¢ = 0, de donde d = 0, y concluimos
que f(X) = q(X)g(X). Esto significa que f(X) no es irreducible, salvo que q(X) fuera
una constante. Si lo es, entonces f(X) es un polinomio de grado 2 sin raices reales,
como estableciamos en el enunciado. O

4.2. CRITERIOS DE IRREDUCIBILIDAD EN Q[X]

Dado un polinomio con coeficientes enteros, por el siguiente criterio sabemos cué-
les son sus posibles raices racionales:

P Teorema 4.2 (Teorema de la raiz racional de Descartes).
Sea:

pX)=ap X"+ ap X" 4.+ a1 X +ap

un polinomio de grado 7 con coeficientes racionales. Si ¢ es una fraccién reducida
que es raiz de p(X), entonces r divide al término constante ay, y s divide al término

lider a,,.
Demostracion.
Por hipotesis:
r r’ r-1 r
p(-)=0=ay,— +ap1——+...+a1—+ao.
S s s S

Si multiplicamos por s ambos lados de la igualdad, tenemos:
O=a,r*+a, 1" 's+...+ayrs" !+ aps".

Entonces —a,r" = s(ap_1r" ' +...+ a1rs"? + aps™ 1), por lo que s divide a a,r".
Por hipétesis, s es primo con r, por lo que s tiene que dividir a a,. Andlogamente,
—aps" =r(a, " '+ a,_1 1" %s+...+a;s" 1), de donde r divide a ay. O

Este criterio estd limitado a polinomios de grado bajo, porque busca un factor de
grado 1. Un polinomio de grado 4, por ejemplo, puede factorizar en dos polinomios
irreducibles de grado 2, por lo que no tendria factores lineales.

» Ejemplo 4.3.

Para encontrar las raices racionales de:
FX)=X*+5X3-9X* - 14X + 24,

tenemos que probar con +1,+2 +3,+4,+6,+12, +24.

» Teorema 4.4 (Criterio de Eisenstein).
Si f(X)=a,X"+ an1 X" ' +...+a; X + ay es un polinomio con coeficientes en Z,
y existe un primo p que no divide a a,, pero si divide a a,_1, a,_», ..., a1, ay, pero p?
no divide a ao, entonces f(X) es irreducible en Z[X] (y por tanto en Q[X]).

cenoposiciones
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Demostracion.
Supongamos que:
f(X)=g(X)h(X)
en Z[X],donde g(X) =b; X" +...+ b1 X+ by, h(X) = ¢ X*+...+ c1 X+ ¢p, y sin pérdida

de generalidad podemos asumir que r < s. Igualamos los coeficientes de f(X) con
los del producto de los polinomios g(X) y £(X), y obtenemos n + 1 ecuaciones:

an, = brCSr

as = brCs—r+Dbr_1Cs—r41+...+ boCs,
ar - brco+br_lcl+...+b06r,

as = b300+b261 +b102+b063,

a = b260+b101 +b062,

ay = byco+boc,

apy = b()C().

Como p? no divide a ay, pero p si lo hace, entonces p divide a by o a ¢y, pero no
a los dos a la vez. Supongamos que p divide a by pero no a ¢y. Como p divide a
a,ap,...,ar, perono a ¢y, se deduce que p divide a by, a by, hasta b,. Pero entonces
p divide a a,, que es contrario a la hipétesis. Andlogamente se trata el caos en que p
divide a ¢y pero no a by. En consecuencia, la factorizacién inicial no puede existir. O

Ejemplo 4.5.

Sea @, (X) = XP~1+ XP7+...+ X +1€ Q[X], con p primo. Con el polinomio en esta
forma no podemos aplicar el criterio de Eisenstein, pero vamos a hacer un cambio
de variable. Sea g(X) = ®,(X + 1). Observemos en primer lugar que ®,(X) = )gf__ll,
de donde:

(X+DP-1 1(
X+1-1 X

1
= xPe|Plxr e (Plxr2 o 4| P xP R pXxe1-1
X 1 2 k

g(X) (X+1)P-1)

-1
_ X”_l+pz P\ xp-k-1
k=1 k

= XP'+ap o XPP+ .+ a1 X +ag.

Entonces p divide a cada a;,i =0,1,...,p -2,y ap = p. Por el criterio de Eisenstein,
el polinomio g(X) es irreducible, y por tanto también @, (X).
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Una técnica para detectar la irreducibilidad es trabajar médulo 7. Si f(X) es un poli-
nomio con coeficientes enteros y primitivo, podemos reducir médulo 7 y obtener un
polinomio no nulo f(X) en Z,[X]. Si n es un entero primo con el coeficiente lider de
f(X), entonces f(X) es un polinomio del mismo grado que f(X). Supongamos que
f(X) = a(X)b(X), donde a(X) y b(X) tienen coeficientes enteros y son primitivos.
Entonces f(X) = a(X)b(X) en Z,[x], y f(X) seria reducible. En otras palabras:

» Corolario 4.6.

Si f(X) € Z,[X] es irreducible para algtin n que no divida al término lider de f(X),
entonces f(X) es irreducible en Q[X].

Esta técnica también tiene sus limitaciones. Por ejemplo, el polinomio X*+1 es irre-
ducible en Z[X], pero es reducible médulo cualquier primo, y el polinomio
X*-10X? +17 es irreducible en Z[X], pero es reducible médulo cualquier entero.

cenoposiciones
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CONCLUSION

El lenguaje algebraico se introduce en el primer curso de la ESO, con monomios y
polinomios muy sencillos, amplidndose estos conceptos curso a curso hasta llegar a
1° de Bachillerato.

Sus aplicaciones dentro de las Matemdticas son muy numerosas: resolucién de pro-
blemas mediante ecuaciones y sistemas, calculos geométricos mediante férmulas
polinémicas, sucesiones y progresiones, etc.

Estos dos motivos son los fundamentales para sefialar la importancia del tema para
un Profesor de Ensefianza Secundaria de la especialidad de Matematicas.
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AUTOEVALUACION
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. Encontrar med(3X3 +4X? +3,3X3 +4X%2+3X +4) en Z/Z5[X].

SOLUCION: Tenemos, usando el algoritmo de Euclides, las siguientes divisiones:

3x3+4X24+3=(1)BX3+4X%2+3X +4)+ (2X +4),
3X34+4X%24+3X+4=4X2+4X)2X +4) +0.

Asi,un mcd(BX3 +4X%2+3,3X3+4X%+3X +4) en Z/Z5[X] es 2X +4.

Factorizar X" — X en Z/Z7[X].

SOLUCION: Sabemos, por el pequefio teorema de Fermat que todo a € Z primo con 7 verifica

a’ = a médulo 7, por tanto

X' -X=X(X-1)(X-2)(X-3)(X-4)(X-5)(X—6).

Probar que X* —2X? +8X +1 es irreducible en Q[X].

SOLUCION: Ninguno de los divisores del término independiente es raiz del polinomio. Luego no
tiene factores lineales. La Unica posible factorizaciéon es en dos polinomios de grado 2, de

tipo
(X*+aX +b)(X* +cX +d).
Igualando los coeficientes de este producto a los de nuestro polinomio obtenemos el siste-
ma
bd = 1
ad+bc =
ac+b+d = -2
a+c = 0,

que podemos considerar en Z por el lema de Gauss. En cualquier caso, el sistema es
incompatible.

Probar que, para 1 < b € Z el polinomio X" —b es irreducible en @ si en la descomposicién
de b en factores primos, ninguno aparece al cuadrado.

SOLUCION: Es una aplicacién inmediata del criterio de Eisenstein: cualquier p primo que divida
a b cumple que p?t b.

Demostrar que f(X) =3X*+6X3+12X?+13X +31 es irreducible en Q[X].

SOLUCION: Trabajemos médulo un ntimero primo con 3 (médulo 3 no sirve porque se anula el
coeficiente lider). Con los coeficientes médulo 2 obtenemos

X*+X+1

que es irreducible en Z/Z2. Por tanto lo es en Q[X].
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